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Аннотация
Умножение на абелевой группе 𝐺 — это гомоморфизм 𝜇 : 𝐺⊗𝐺→ 𝐺. Абелева группа
𝐺 называется𝑀𝑇 -группой, если любое умноженеие на ее периодической части однозначно
продолжается до умножения на 𝐺.𝑀𝑇 -группы изучались во многих работах по теории ад-
дитивных групп колец, но вопрос об их строении остается открытым. В настоящней работе
для𝑀𝑇 -группы 𝐺 рассматривается сервантная вполне характеристическая подгруппа 𝐺*Λ,
одно из основных свойств которой заключается в том, что подгруппа
⋂︀
𝑝∈Λ(𝐺)
𝑝𝐺*Λ является
ниль-идеалом в любом кольце с аддитивной группой 𝐺 (здесь Λ(𝐺) — множество всех про-
стых чисел 𝑝, для которых 𝑝-примарная компонента группы 𝐺 отлична от нуля). Показано,
что для любой 𝑀𝑇 -группы 𝐺 либо 𝐺 = 𝐺*Λ, либо факторгруппа 𝐺/𝐺
*
Λ несчетна.
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Abstract
A multiplication on an abelian group 𝐺 is a homomorphism 𝜇 : 𝐺 ⊗ 𝐺 → 𝐺. An mixed
abelian group 𝐺 is called an 𝑀𝑇 -group if every multiplication on the torsion part of the group
𝐺 can be extended uniquely to a multiplication on 𝐺. 𝑀𝑇 -groups have been studied in many
articles on the theory of additive groups of rings, but their complete description has not yet
been obtained. In this paper, a pure fully invariant subgroup 𝐺*Λ is considered for an abelian
𝑀𝑇 -group 𝐺. One of the main properties of this subgroup is that
⋂︀
𝑝∈Λ(𝐺)
𝑝𝐺*Λ is a nil-ideal
in every ring with the additive group 𝐺 (here Λ(𝐺) is the set of all primes 𝑝, for which the
𝑝-primary component of 𝐺 is non-zero). It is shown that for every 𝑀𝑇 -group 𝐺 either 𝐺 = 𝐺*Λ
or the quotient group 𝐺/𝐺*Λ is uncountable.
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Умножением на абелевой группе 𝐺 называется гомоморфизм 𝜇 : 𝐺⊗𝐺→ 𝐺, все умножения
на группе 𝐺 образуют группу 𝑀𝑢𝑙𝑡𝐺 = 𝐻𝑜𝑚(𝐺⊗𝐺,𝐺). Абелева группа 𝐺 с заданным на ней
умножением называется кольцом на 𝐺.
В [1] показано, что любое умножение на периодической абелевой группе 𝐺 определяется
частичным умножением 𝜇 : 𝐵 ⊗ 𝐵 → 𝐺 на базисной погруппе 𝐵 группы 𝐺 и, более того,
𝑀𝑢𝑙𝑡 𝐺 ∼= 𝐻𝑜𝑚(𝐵 ⊗𝐵,𝐺). Это значит, что для задания умножения на периодической группе
достаточно указать попарные произведения элементов некоторго ее базиса. Этот факт поз-
воляет строить и изучать кольца не только на периодических группах, но и на смешанных
абелевых группах 𝐺, обладающих следующим свойством: любое умножение на периодиче-
ской части 𝑇 (𝐺) группы 𝐺 однозначно продолжается до умножения на всей группе. Такие
группы называются 𝑀𝑇 -группами, задача их изучения поставлена в [2, стр. 34, проблема 38],
ее решению посвящены работы [3, 4, 5] и др. Класс 𝑀𝑇 -групп достаточно широк, он содер-
жит, например, урегулированные копериодические группы 𝐺 и все их вполне характеристиче-
ские подгруппы, содержащие 𝑇 (𝐺). Очевидно, для 𝑀𝑇 -группы 𝐺 имеют место изоморфизмы
𝑀𝑢𝑙𝑡 𝐺 ∼=𝑀𝑢𝑙𝑡 𝑇 (𝐺) ∼= 𝐻𝑜𝑚(𝐵 ⊗𝐵, 𝑇 (𝐺)).
Многие работы по теории аддитивных групп колец посвящены подгруппам абелевых групп
с так называемыми «абсолютными свойствами»: абсолютным идеалам [6–9], абсолютным
ниль-идеалам (нильпотентным идеалам) [10–12] и тп. Абсолютным идеалом (ниль-идеалом,
нильпотентным идеалом) абелевой группы 𝐺 называют ее подгруппу, которая является иде-
алом (ниль-идеалом, нильпотентным идеалом) в любом кольце на 𝐺. В [12] для смешанной
абелевой группы 𝐺 определена сервантная вполне характеристическая подгруппа 𝐺*Λ, одно
из основных свойств которой заключается в том, что если 𝐺 — 𝑀𝑇 -группа, то
⋂︀
𝑝∈Λ(𝐺)
𝑝𝐺*Λ
является ее наибольшим абсолютным ниль-идеалом, здесь Λ(𝐺) = {𝑝 | 𝑇𝑝(𝐺) ̸= 0}, 𝑇𝑝(𝐺) —
𝑝-примарная компонента группы 𝐺. Однако вопрос о возможном индексе подгруппы 𝐺*Λ в
𝑀𝑇 -группе 𝐺 оставался открытым. В настоящей работе показано, что для любой𝑀𝑇 -группы
𝐺 либо 𝐺 = 𝐺*Λ, либо факторгруппа 𝐺/𝐺
*
Λ несчетна.
Все группы, рассматриваемые в работе, абелевы, и слово «группа» всюду в дальнейшем
означает «абелева группа». Умножение 𝜇 : 𝐺⊗𝐺→ 𝐺 на группе 𝐺 часто обозначается знаком
× и т.п., то есть 𝜇(𝑔1⊗𝑔2) = 𝑔1×𝑔2 для всех 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺. Группа 𝐺 с заданным на ней умножени-
ем × определяет кольцо на группе 𝐺, которое обозначается (𝐺,×). Множества целых, целых
неотрицательных, натуральных и всех простых чисел обозначаются Z,N0, N и P соответствен-
но. Элемент прямого произведения
∏︀
𝑖∈𝐼
𝐺𝑖 записывается в виде (𝑔𝑖)𝑖∈𝐼 , где 𝑔𝑖 ∈ 𝐺𝑖, или в виде
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(𝑔1, 𝑔2, · · · ), если множество 𝐼 счётно. Пусть P1 ⊆ P, группа 𝐺 называется P1-делимой, если она
𝑝-делима для любого 𝑝 ∈ P1. Для произвольной группы 𝐺 обозначим: 𝑇𝑝(𝐺) — 𝑝-примарная
компонента группы 𝐺, Λ(𝐺) = {𝑝 | 𝑇𝑝(𝐺) ̸= 0}, 𝐺1Λ = {𝑔 ∈ 𝐺 | (∀𝑝 ∈ Λ(𝐺)) ℎ𝑝(𝑔) = ∞},
?¯?Λ = 𝐺/𝐺
1
Λ,
𝑛⨂︀
𝐺 — 𝑛-ая тензорная степень группы 𝐺. Если 𝑔 ∈ 𝐺, то 𝑔 = 𝑔+𝐺1Λ ∈ 𝐺Λ, ℎ𝑝(𝑔)
— 𝑝-высота элемента 𝑔, 𝑜(𝑔) — порядок элемента 𝑔.. За всеми определениями и обозначениями,
если не оговорено противное, мы отсылаем к [1, 13].
В [14] при изучении расщепляемости тензорных степеней смешанной группы было введе-
но следующее определение. Пусть 𝑑 — действительное число, 𝐺 — группа; мы говорим, что
элемент 𝑔 ∈ 𝐺 удовлетворяет условию (*) для 𝑑 и простого числа 𝑝, если существует неубыва-
ющая неограниченная функция 𝑓 : N0 → N0 такая, что ℎ𝑝(𝑝𝑖𝑔) > 𝑑(𝑖+𝑓(𝑖)) для любого 𝑖 ∈ N0.
Определим подмножества 𝐺(𝑛)Λ (𝑛 ∈ N, 𝑛 ≥ 2), 𝐺*Λ и 𝐺* группы 𝐺 следующим образом:
𝐺
(𝑛)
Λ = {𝑔 ∈ 𝐺 | (∃𝑘 ∈ N) 𝑘𝑔 удовлетворяет условию (*) для 𝑛𝑛−1 и любого 𝑝 ∈ Λ(𝐺)},
𝐺*Λ =
⋃︀
𝑛≥2
𝐺
(𝑛)
Λ = {𝑔 ∈ 𝐺 | (∃𝑘 ∈ N) (∃𝑑 > 1) 𝑘𝑔 удовлетворяет условию (*) для 𝑑 и любого
𝑝 ∈ Λ(𝐺)},
𝐺* = {𝑔 ∈ 𝐺 | (∃𝑘 ∈ N) (∃𝑑 > 1) 𝑘𝑔 удовлетворяет условию (*) для 𝑑 и любого 𝑝 ∈ P}.
В [12] показано в любой смешанной группе 𝐺 подмножества 𝐺(𝑛)Λ (𝑛 ≥ 2), 𝐺*Λ и 𝐺* явля-
ются серватными вполне характеристическими подгруппами, содержащими 𝑇 (𝐺) и 𝐺1Λ; при
этом факторгруппы 𝐺/𝐺(𝑛)Λ (𝑛 ≥ 2), 𝐺/𝐺*Λ и 𝐺/𝐺* являются группами без кручения.
1. Индекс подгруппы 𝐺*Λ в 𝑀𝑇 -группе 𝐺
Сформулируем три факта о смешанных группах, которые будем использовать в дальней-
шем.
Теорема 1. 1) [14] Пусть 𝐺 — редуцированная группа и факторгруппа 𝐺/𝑇 (𝐺) является
Λ(𝐺)-делимой. Группа
𝑛⨂︀
𝐺 расщепляется тогда и только тогда, когда для любого элемента
𝑔 ∈ 𝐺 ∖ 𝑇 (𝐺) существует 𝑘 ∈ N такое, что 𝑘𝑔 удовлетворяет условию (*) для 𝑛𝑛−1 и любого
𝑝 ∈ Λ(𝐺).
2) [12] Если смешанная группа 𝐺 имеет Λ(𝐺)-делимую факторгруппу 𝐺/𝑇 (𝐺), то
?¯?Λ = 𝐺/𝐺
1
Λ изоморфна сервантной подгруппе Z-адического пополнения базисной подгруппы
группы 𝑇 (𝐺).
3) [3] Если 𝐺 — 𝑀𝑇 -группа, то 𝐺 — редуцированная группа и факторгруппа 𝐺/𝑇 (𝐺)
является Λ(𝐺)-делимой. 
Лемма 1. Пусть (𝐺,𝜇) — кольцо на 𝑀𝑇 -группе 𝐺, 𝐷Λ — максимальная Λ(𝐺)-делимая
подгруппа группы 𝐺. Тогда для любого элемента 𝑔 ∈ 𝐺*Λ существует 𝑛 ∈ N такое, что
степень 𝑔𝑛 элемента 𝑔 в кольце (𝐺,𝜇) при любой расстановке скобок содержится в подгруппе
𝑇 (𝐺)⊕𝐷Λ.
Доказательство. Пусть 𝑔 ∈ 𝐺*Λ, тогда 𝑔 ∈ 𝐺(𝑛)Λ при некотором натуральном 𝑛 ≥ 2. Тогда
умножение 𝜇 на 𝐺 индуцирует умножение на 𝐺(𝑛)Λ . При этом 𝐷Λ ⊆ 𝐺(𝑛)Λ , 𝑇 (𝐺) ⊆ 𝐺(𝑛)Λ и группа
𝐺
(𝑛)
Λ /𝑇 (𝐺) является Λ(𝐺)-делимой, так как 𝐺
(𝑛)
Λ сервантна в 𝐺.
Пусть 𝑔𝑛 степень элемента 𝑔 в кольце (𝐺,𝜇) с некоторой расстановкой скобок,
𝑛⨂︀
𝐺
(𝑛)
Λ —
тензорная степень группы 𝐺(𝑛)Λ с той же расстановкой скобок. Имеем
(
𝑛⨂︁
𝐺
(𝑛)
Λ )/𝑇 (
𝑛⨂︁
𝐺
(𝑛)
Λ )
∼=
𝑛⨂︁
(𝐺
(𝑛)
Λ /𝑇 (𝐺))
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[1], отсюда (
𝑛⨂︀
𝐺
(𝑛)
Λ )/𝑇 (
𝑛⨂︀
𝐺
(𝑛)
Λ ) является Λ(𝐺)-делимой группой.
Так как
𝑛⨂︀
𝐺
(𝑛)
Λ — расщепляется по теореме 1, то
𝑛⨂︀
𝐺
(𝑛)
Λ
∼= (
𝑛⨂︀
𝐺
(𝑛)
Λ )/𝑇 (
𝑛⨂︀
𝐺
(𝑛)
Λ )+𝑇 (
𝑛⨂︀
𝐺
(𝑛)
Λ )
— это сумма Λ(𝐺)-делимой и периодической групп. Значит, 𝑔𝑛 ∈ 𝐷Λ ⊕ 𝑇 (𝐺). 2
Лемма 2. Пусть 𝑔 — элемент смешанной группы 𝐺. Тогда следующие условия равно-
сильны:
1) для любого действительного числа 𝑑 > 0 существует 𝑝 ∈ P такое, что 𝑔 не удовле-
творяет условию (*) для 𝑑 и 𝑝.
2) для любого действительного числа 𝜀 > 0 существуют 𝑝 ∈ P и 𝑖𝑝 ∈ N0 такие, что
ℎ𝑝(𝑝
𝑖𝑝𝑔)− 𝑖𝑝 ≤ 𝜀𝑖𝑝.
Доказательство. Пусть для элемента 𝑔 ∈ 𝐺 выполняется условие 1) и пусть 𝜀 > 0. Положим
𝑑 = 1 + 𝜀2 , 𝑓(𝑖) = [
𝜀
2𝑑 𝑖]. Так как 𝑔 не удовлетворяет условию (*) для 𝑑 и 𝑝, то найдется 𝑖𝑝 ∈ 𝑁0
такое, что ℎ𝑝(𝑝𝑖𝑝𝑔) ≤ 𝑑(𝑖𝑝 + 𝑓(𝑖𝑝)) ≤ 𝑑𝑖𝑝 + 𝜀2 𝑖𝑝 = 𝑖𝑝 + 𝜀𝑖𝑝.
Обратно, пусть для элемента 𝑔 выполняется условие 2) и пусть заданы 𝑑 > 1 и неубываю-
щая неограниченная функция 𝑓 : N0 → N0. Положим 𝜀 = 𝑑 − 1 > 0. Тогда найдется 𝑖𝑝 ∈ N0,
для которого ℎ𝑝(𝑝𝑖𝑝𝑔)− 𝑖𝑝 ≤ 𝜀𝑖𝑝 = (𝑑− 1)𝑖𝑝 ≤ (𝑑− 1)𝑖𝑝 + 𝑑𝑓(𝑖𝑝), отсюда ℎ𝑝(𝑝𝑖𝑝𝑔) ≤ 𝑑(𝑖𝑝 + 𝑓(𝑖𝑝)),
то есть 𝑔 не удовлетворяет условию (*) для 𝑑 и 𝑝. 2
Теорема 1 позволяет свести изучение колец на 𝑀𝑇 -группах к изучению колец на урегули-
рованных алгебраически компактных группах, все умножения на которых описаны в [15].
Пусть группа 𝐺 имеет Λ(𝐺)-делимую факторгруппу 𝐺/𝑇 (𝐺). Для каждого 𝑝 ∈ Λ(𝐺) ба-
зисную подгруппу группы 𝑇𝑝(𝐺) запишем в виде 𝐵𝑝 =
⨁︀
𝑖∈𝐼𝑝
⟨𝑒(𝑝)𝑖 ⟩, ̂︀𝐵𝑝 — 𝑝-адическое пополнение
группы 𝐵𝑝, тогда 𝐵 =
⨁︀
𝑝∈Λ(𝐺)
𝐵𝑝 — базисная подгруппа группы 𝑇 (𝐺), ̂︀𝐵 = ∏︀
𝑝∈Λ(𝐺)
̂︀𝐵𝑝 — Z-
адическое пополнение группы 𝐵. В группе ?¯?Λ рассмотрим подгруппы ?¯?𝑝 = (𝐵𝑝 ⊕ 𝐺1Λ)/𝐺1Λ
и ?¯? = (𝐵 ⊕ 𝐺1Λ)/𝐺1Λ. Тогда ?¯?𝑝 =
⨁︀
𝑖∈𝐼𝑝
⟨𝑒(𝑝)𝑖 ⟩, ?¯? =
⨁︀
𝑝∈Λ(𝐺)
?¯?𝑝, при этом ?¯?𝑝 ∼= 𝐵𝑝, ?¯? ∼= 𝐵 и
𝑜(𝑒
(𝑝)
𝑖 ) = 𝑜(𝑒
(𝑝)
𝑖 ) при всех 𝑝 ∈ Λ(𝐺), 𝑖 ∈ 𝐼𝑝.
Обозначим через 𝑉𝑝 𝑝-адическое пополнение группы ?¯?𝑝, тогда 𝑉 =
∏︀
𝑝∈Λ(𝐺)
𝑉𝑝 — Z-адическое
пополнение группы ?¯? и 𝑉 ∼= ̂︀𝐵, 𝑉𝑝 ∼= ̂︀𝐵𝑝 при всех 𝑝 ∈ Λ(𝐺). Через 𝜋𝑝 будем обозначать про-
екцию 𝑉 на 𝑉𝑝, группу 𝑉𝑝 будем рассматривать как сервантную подгруппу группы
∏︀
𝑖∈𝐼𝑝
⟨𝑒(𝑝)𝑖 ⟩,
то есть элемент 𝑎 ∈ 𝑉𝑝 записывается в виде 𝑎 = (𝑘𝑖,𝑝𝑒(𝑝)𝑖 )𝑖∈𝐼𝑝 , где 𝑘𝑖,𝑝 ∈ Z. В силу теоремы 1
группа ?¯?Λ является сервантной подгруппой группы 𝑉 .
Пусть на группе 𝐺 задано кольцо (𝐺,×), тогда определено факторкольцо (?¯?Λ,×),
так как подгруппа 𝐺1Λ является абсолютным идеалом группы 𝐺. Попарные произведения
𝑒
(𝑝)
𝑖 × 𝑒(𝑝)𝑗 = 𝑒(𝑝)𝑖 × 𝑒(𝑝)𝑗 базисных элементов в кольце (?¯?Λ,×) определяют также умножение
на 𝑉 ⊆ ∏︀
𝑝∈Λ(𝐺)
∏︀
𝑖∈𝐼𝑝
⟨𝑒(𝑝)𝑖 ⟩, то есть умножение на ?¯?Λ продолжается до умножения на 𝑉 . Кольцо
(𝑉,×) будем называть кольцом, соответствующим кольцу (𝐺,×).
Пусть𝐺—𝑀𝑇 -группа. Определим ассоциативное и коммутативное умножение× на группе
𝑇 (𝐺), положив
𝑒
(𝑝)
𝑖 × 𝑒(𝑞)𝑗 =
{︃
𝑒
(𝑝)
𝑖 , если 𝑝 = 𝑞 и 𝑖 = 𝑗
0, если 𝑝 ̸= 𝑞 или 𝑖 ̸= 𝑗
для любых 𝑝, 𝑞 ∈ Λ(𝐺) и для любых 𝑖 ∈ 𝐼𝑝, 𝑗 ∈ 𝐼𝑞. Это умножение на 𝑇 (𝐺) однозначно
продолжается до ассоциативного и коммутативного умножения на 𝐺, такое умножение будем
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называть каноническим умножением на 𝐺, определенным базисом {𝑒(𝑝)𝑖 | 𝑝 ∈ Λ(𝐺), 𝑖 ∈ 𝐼𝑝}.
Лемма 3. Пусть 𝐺 — 𝑀𝑇 - группа, × — каноническое умножение на 𝐺, 𝑔 ∈ 𝐺 ∖ 𝐺*Λ.
Тогда 𝑔2 = 𝑔 × 𝑔 /∈ 𝐺*Λ.
Доказательство. Пусть × — каноническое умножение на 𝐺, определенное базисом
{𝑒(𝑝)𝑗 | 𝑝 ∈ Λ(𝐺), 𝑗 ∈ 𝐼𝑝}, 𝑔 ∈ 𝐺 ∖𝐺*Λ
Тогда 𝑔 /∈ 𝐺*Λ = (𝐺Λ)*. Допустим, 𝑔2 ∈ 𝐺*Λ, тогда 𝑔2 ∈ 𝐺
*
Λ. Следовательно, 𝑔
𝑛 ∈ 𝑇 (𝐺) при
некотором 𝑛 ∈ N в силу леммы 1. Значит,
𝑐𝑔𝑛 = 0 (1)
при некотром 𝑐 ∈ N.
Пусть (𝑉,×) — кольцо, соответствующее кольцу (𝐺,×), тогда 𝑔 /∈ 𝑉 *, так как 𝐺Λ сервантна
в 𝑉 . Для 𝑝 ∈ Λ(𝐺) обозначим 𝜋𝑝(𝑔) = (𝑝𝑘𝑗,𝑝𝛼𝑗,𝑝𝑒(𝑝)𝑗 )𝑗∈𝐼𝑝 = (𝑝𝑘1,𝑝𝛼1,𝑝𝑒(𝑝)1 , 𝑝𝑘2,𝑝𝛼2,𝑝𝑒(𝑝)2 , · · · ) ∈ 𝑉𝑝,
где 𝑘𝑗,𝑝 ∈ 𝑁0, 𝛼𝑗,𝑝 ∈ Z, 𝑝 - 𝛼𝑗,𝑝 (𝑗 ∈ N), причем последовательность {𝑘𝑗,𝑝}𝑗∈N не ограничена, и
можно считать, что 𝑘1,𝑝 ≤ 𝑘2,𝑝 ≤ · · · . Обозначим 𝑜(𝑒(𝑝)𝑗 ) = 𝑝𝑠𝑗,𝑝 (𝑗 ∈ N). Из [15] следует, что
𝜋𝑝(𝑔
𝑛) = (𝑝𝑛𝑘1,𝑝𝛼𝑛1,𝑝𝑒
(𝑝)
1 , 𝑝
𝑛𝑘2,𝑝𝛼𝑛2,𝑝𝑒
(𝑝)
2 , · · · ).
Случай 1. 𝜋𝑝(𝑔) /∈ 𝑉 *𝑝 = (𝑉𝑝)* при некотором 𝑝 ∈ Λ(𝐺).
В этом случае будем опускать индекс 𝑝: 𝑒(𝑝)𝑗 = 𝑒𝑗 ; 𝑠𝑗,𝑝 = 𝑠𝑗 ; 𝜋𝑝(𝑔) = (𝑝
𝑘𝑗𝛼𝑗𝑒𝑗)𝑗∈𝑁 ;
𝜋𝑝(𝑔
𝑛) = (𝑝𝑛𝑘𝑗𝛼𝑛𝑗 𝑒𝑗)𝑗∈𝑁 .
Пусть 𝑡 ∈ N, покажем, что 𝑝𝑘𝑡 |𝑐. В силу леммы 2 имеем
0 < ℎ𝑝(𝑝
𝑖0𝑔)− 𝑖0 ≤ 1
𝑛 𝑚𝑎𝑥{𝑠𝑗 − 𝑘𝑗 |1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡} 𝑖0 (2)
при некотором 𝑖0 ∈ N.
Так как 𝜋𝑝(𝑔) /∈ 𝑉 *𝑝 , то 𝜋𝑝(𝑔) — элемент бесконечного порядка, поэтому последовательность
{𝑠𝑗 − 𝑘𝑗}𝑗∈N не ограничена. Следовательно, найдется такое число 𝑙 ∈ N, что
𝑠𝑙 − 𝑘𝑙 > 𝑖0. (3)
Отметим, что в силу (2) и (3) выполняется 𝑠𝑙 − 𝑗𝑙 > 𝑖0 ≥ 𝑚𝑎𝑥{𝑠𝑗 − 𝑘𝑗 |1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡}, значит 𝑙 > 𝑡,
откуда 𝑘𝑙 ≥ 𝑘𝑡, причем индекс 𝑙 можно выбрать таким образом, что
𝑠𝑗 − 𝑘𝑗 ≤ 𝑖0 при всех 𝑗 < 𝑙. (4)
Получаем из (3) и (4)
ℎ𝑝(𝑝
𝑖0𝑔)− 𝑖0 = 𝑘𝑙. (5)
С другой стороны, из (2) и (3) имеем
ℎ𝑝(𝑝
𝑖0𝑔)− 𝑖0 ≤ 1
𝑛
𝑖0 <
1
𝑛
(𝑠𝑙 − 𝑘𝑙). (6)
Из (5) и (6) получаем
𝑘𝑙 < 𝑠𝑙 − 𝑛𝑘𝑙. (7)
Из (1) имеем 𝜋𝑝(𝑐𝑔𝑛) = 0, откуда 𝑐𝑝𝑛𝑘𝑙𝛼𝑛𝑙 𝑒𝑙 = 0, значит, 𝑐𝑝
𝑛𝑘𝑙𝛼𝑛𝑙 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑠𝑙) и, следовательно,
𝑐 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑠𝑙−𝑛𝑘𝑙). Значит, 𝑝𝑘𝑙 | 𝑐 в силу (7), откуда 𝑝𝑘𝑡 | 𝑐. Так как последовательность {𝑘𝑡}𝑡∈𝑁
не ограничена, то 𝑐 = 0.
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Случай 2. 𝜋𝑝(𝑔) ∈ 𝑉 *𝑝 при всех 𝑝 ∈ Λ(𝐺).
Если 𝑔 /∈ 𝑝𝐺Λ для бесконечного множества простых чисел 𝑝, то 𝑔2 /∈ 𝑝𝐺Λ для всех 𝑝 из
этого множества. Следовательно, 𝑔2 /∈ 𝐺*Λ.
Пусть теперь 𝑔 ∈ 𝑝𝐺Λ для почти всех 𝑝 ∈ Λ(𝐺). Тогда существует бесконечное множество
простых чисел 𝑝, для каждого из которых существует 𝑖𝑝 ∈ N такое, что
0 < ℎ𝑝(𝑝
𝑖𝑝𝑔)− 𝑖𝑝 ≤ 1
𝑛
𝑖𝑝. (8)
Зафиксируем одно из таких 𝑝, тогда 𝑝𝑖𝑝𝑔 ̸= 0, поэтому 𝑠𝑙,𝑝−𝑘𝑙,𝑝 > 𝑖𝑝 при некотором 𝑙 ∈ N. При
этом, 𝑙 можно выбрать так, что
𝑠𝑗,𝑝 − 𝑘𝑗,𝑝 ≤ 𝑖𝑝 при всех 𝑗 < 𝑙. (9)
Тогда
ℎ(𝑝𝑖𝑝𝑔)− 𝑖𝑝 = 𝑘𝑙,𝑝 > 0 (10)
в силу (9). Из (8) имеем
ℎ(𝑝𝑖𝑝𝑔)− 𝑖𝑝 ≤ 1
𝑛
𝑖𝑝 <
1
𝑛
(𝑠𝑙,𝑝 − 𝑘𝑙,𝑝). (11)
Из (10) и (11) получаем
𝑠𝑙,𝑝 − 𝑛𝑘𝑙,𝑝 > 𝑘𝑙,𝑝 > 0. (12)
Из (1) следует, что 𝜋𝑝(𝑐𝑔𝑛) = 0, откуда 𝑐𝑝𝑛𝑘𝑙,𝑝𝛼𝑛𝑙,𝑝𝑒
(𝑝)
𝑙 = 0, и, значит, 𝑐𝑝
𝑛𝑘𝑙,𝑝 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑠𝑙,𝑝).
Следовательно, 𝑐 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑠𝑙,𝑝−𝑛𝑘𝑙,𝑝), т.е. 𝑝 | 𝑐. В силу бесконечности множества таких 𝑝
получаем, что 𝑐 = 0. Это противоречит (1), значит, 𝑔2 /∈ 𝐺*Λ. 2
Теорема 2. Если 𝐺 — 𝑀𝑇 -группа, то 𝐺 = 𝐺*Λ или группа 𝐺/𝐺
*
Λ более чем счетна.
Доказательство. Пусть × — каноническое умножение на 𝐺, определенное базисом
{𝑒(𝑝)𝑗 | 𝑝 ∈ Λ(𝐺), 𝑗 ∈ 𝐼𝑝},
(𝑉,×) — кольцо, соответствующее кольцу (𝐺,×). Допустим, 𝐺 ̸= 𝐺*Λ, и пусть 𝑔 ∈ 𝐺 ∖ 𝐺*Λ,
тогда 𝑔2 /∈ 𝐺*Λ по лемме 3, значит, 𝑔2 /∈ 𝑉 *. Пусть 𝜋𝑝(𝑔2) = (𝑏𝑗,𝑝𝑒(𝑝)𝑗 )𝑗∈N.
Случай 1. 𝜋𝑝(𝑔2) ∈ 𝑉 *𝑝 при всех 𝑝 ∈ Λ(𝐺).
В этом случае существуют бесконечное множество {𝑝𝑛 ∈ P | 𝑛 ∈ N} и множество
{𝑖𝑛 ∈ N | 𝑛 ∈ N} такие, что
ℎ𝑝𝑛(𝑝
𝑖𝑛
𝑛 𝑔
2)− 𝑖𝑛 ≤ 1
𝑛
𝑖𝑛 (13)
при всех 𝑛 ∈ N. Так как 𝜋𝑝𝑛(𝑝𝑖𝑛𝑛 𝑔2) = (𝑝𝑖𝑛𝑛 𝑏𝑗,𝑝𝑛𝑒(𝑝𝑛)𝑗 )𝑗∈N для каждого 𝑛 ∈ N, то
ℎ𝑝𝑛(𝑝
𝑖𝑛
𝑛 𝑔
2) = ℎ𝑝𝑛(𝑝
𝑖𝑛
𝑛 𝑏𝑗𝑛,𝑝𝑛𝑒
(𝑝𝑛)
𝑗𝑛
) (14)
при некоторых 𝑗𝑛 ∈ N (𝑛 ∈ N).
Пусть 𝑇 — бесконечное множество натуральных чисел. Определим умножение ×𝑇 на 𝑇 (𝐺),
положив 𝑒(𝑝𝑛)𝑗𝑛 ×𝑇 𝑒
(𝑝𝑛)
𝑗𝑛
= 𝑒
(𝑝𝑛)
𝑗𝑛
для всех 𝑛 ∈ 𝑇 , а все остальные попарные произведения базисных
элементов 𝑇 (𝐺) равными нулю. Это умножение однозначно продолжается до умножения ×
на 𝐺. Пусть (𝑉,×𝑇 ) — кольцо, соответствующее кольцу (𝐺,×𝑇 ).
Пусть 𝑥 = 𝑔 ×𝑇 𝑔 ∈ 𝐺 ≤ 𝑉 , 𝑘 ∈ N и 𝜀 > 0. Тогда существует 𝑡 ∈ 𝑇 , для которого 1𝑡 < 𝜀 и
𝑝𝑡 - 𝑘.
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В силу (14) имеем
ℎ𝑝𝑡(𝑝
𝑖𝑡
𝑡 𝑘𝑥) = ℎ𝑝𝑡(𝑝
𝑖𝑡
𝑡 𝑥) = ℎ𝑝𝑡(𝑝
𝑖𝑡
𝑡 𝑏𝑗𝑡,𝑝𝑡𝑒
(𝑝𝑡)
𝑗𝑡
) = ℎ𝑝𝑡(𝑝
𝑖𝑡
𝑡 𝑔
2),
откуда ℎ𝑝𝑡(𝑝
𝑖𝑡
𝑡 𝑘𝑥)− 𝑖𝑡 ≤ 1𝑡 𝑖𝑡 < 𝜀𝑖𝑡 в силу (13). Это значит, что 𝑥 = 𝑔 ×𝑇 𝑔 /∈ 𝐺
*
Λ по лемме 2.
Так как 𝑔 ×𝑇 𝑔 − 𝑔 ×𝑆 𝑔 = 𝑔 ×𝑀 𝑔, где 𝑆, 𝑇 ⊆ N, 𝑀 = (𝑇 ∪ 𝑆)∖(𝑆 ∩ 𝑇 ), то 𝑔 ×𝑇 𝑔 и 𝑔 ×𝑆 𝑔
сравнимы по подгруппе 𝐺
*
Λ если и только если множества 𝑇 и 𝑆 почти равны. Следовательно,
группа 𝐺Λ/𝐺
*
Λ содержит несчетное подмножество {(𝑔 ×𝑇 𝑔) + 𝐺*Λ|𝑇 ⊆ N}. Значит, и группа
𝐺/𝐺*Λ более чем счетна.
Случай 2. 𝜋𝑝(𝑔) /∈ 𝑉 *𝑝 при некотором 𝑝 ∈ Λ(𝐺).
В этом случае будем опускать индекс 𝑝: 𝑒(𝑝)𝑗 = 𝑒𝑗 , 𝑏𝑗,𝑝 = 𝑏𝑗 . Определим последователь-
ности натуральных чисел {𝑛𝑘}𝑘∈N, {𝑖𝑘}𝑘∈N, {𝑗𝑘}𝑘∈N следующим образом. Положим 𝑛1 = 2;
предположим, что определено 𝑛𝑘 ∈ N. Тогда определено натуральное 𝑖𝑘, для которого
0 < ℎ𝑝(𝑝
𝑖𝑘𝑔2)− 𝑖𝑘 ≤ 1
𝑛𝑘
𝑖𝑘. (15)
Так как 𝜋𝑝(𝑝𝑖𝑘𝑔2) = (𝑝𝑖𝑘𝑏𝑗𝑒𝑗)𝑗∈N для каждого 𝑘 ∈ N, то найдется такое 𝑗𝑘 ∈ N, что
ℎ𝑝(𝑝
𝑖𝑘𝑔2) = ℎ(𝑝𝑖𝑘𝑏𝑗𝑘𝑒𝑗) <∞ (16)
Определим 𝑛𝑘+1 как наименьшее натуральное число, для которого
𝑝𝑛𝑘+1𝑏𝑗𝑘𝑒𝑗𝑘 = 0 (17)
Из (15), (16), (17) получаем, что
𝑖𝑘+1 ≥ 𝑛𝑘+1 > 𝑖𝑘 ≥ 𝑛𝑘 (18)
при всех 𝑘 ∈ N. Поэтому
𝑝𝑖𝑘𝑏𝑗𝑠𝑒𝑗𝑠 = 0 (19)
при всех 𝑠 < 𝑘. Из (16) и (19) получаем, что все числа 𝑗𝑘 (𝑘 ∈ N) различны.
Пусть 𝑇 — бесконечное множество натуральных чисел. Определим умножение ×𝑇 на 𝑇 (𝐺),
положив 𝑒𝑗𝑘 ×𝑇 𝑒𝑗𝑘 = 𝑒𝑗𝑘 при всех 𝑘 ∈ 𝑇 , а все остальные попарные произведения базисных
элементов 𝑇 (𝐺) равными нулю. Это умножение однозначно продолжается до умножения на
𝐺.
Пусть (𝑉,×𝑇 ) — кольцо, соответствующее кольцу (𝐺,×𝑇 ), и пусть 𝑥 = 𝑔 ×𝑇 𝑔 ∈ 𝑉 , то-
гда 𝜋𝑝(𝑥) = (𝑏𝑗𝑘𝑒𝑗𝑘)𝑘∈𝑇 . Покажем, что 𝑥 /∈ 𝐺
*
Λ. Заметим, что для любого 𝑘 ∈ 𝑇 имеем
ℎ𝑝(𝑝
𝑖𝑘𝑔2) ≤ ℎ𝑝(𝑝𝑖𝑘𝑥) ≤ ℎ𝑝(𝑝𝑖𝑘𝑏𝑗𝑘𝑒𝑗𝑘), откуда ℎ𝑝(𝑝𝑖𝑘𝑥) = ℎ𝑝(𝑝𝑖𝑘𝑔2) в силу (16). Следовательно, из
(15) получаем
0 < ℎ𝑝(𝑝
𝑖𝑘𝑥)− 𝑖𝑘 ≤ 1
𝑛𝑘
𝑖𝑘 (20)
при всех 𝑘 ∈ 𝑇 .
Пусть 𝜀 > 0, 𝑠 ∈ N0 покажем, что ℎ𝑝(𝑝
𝑖𝑝𝑠𝑥)
𝑖 < 1 + 𝜀 для некоторого 𝑖 ∈ N. Выберем 𝑚 ∈ 𝑇 ,
для которого 𝑛𝑚 > 𝑚𝑎𝑥{2𝜀 , 𝑠}, тогда 1𝑛𝑚 < 𝜀2 и 𝑖𝑚 ≥ 𝑛𝑚 > 𝑠 в силу (18). Так как {𝑖𝑡 | 𝑡 ∈ 𝑇} —
неограниченное множество, то существует такое 𝑡 ∈ 𝑇 , что 𝑡 > 𝑚 и 𝑖𝑡 > (1 + 1𝑛𝑚 )2𝑠𝜀 + 𝑠. Тогда
𝑖𝑡 − 𝑠 > (1 + 1
𝑛𝑚
)
2𝑠
𝜀
(21)
и
ℎ𝑝(𝑝
𝑖𝑡𝑥)
𝑖𝑡
< 1 +
1
𝑛𝑡
< 1 +
1
𝑛𝑚
(22)
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в силу (20). Обозначим 𝑖 = 𝑖𝑡 − 𝑠. Используя (21) и (22), получаем
ℎ𝑝(𝑝
𝑖+𝑠𝑥)
𝑖
=
ℎ(𝑝𝑖𝑡𝑥)
𝑖𝑡
· 𝑖𝑡
𝑖𝑡 − 𝑠 =
ℎ(𝑝𝑖𝑡𝑥)
𝑖𝑡
(1 +
𝑠
𝑖𝑡 − 𝑠)
< (1 +
1
𝑛𝑚
)(1 +
𝑠
(1 + 1𝑛𝑚 ) · 2𝑠𝜀
) = 1 +
1
𝑛𝑚
+
𝜀
2
< 1 + 𝜀.
Следовательно, 𝑝𝑠𝑥 не удовлетворяет условию (*) для 𝑝 и любого 𝑑 > 1 по лемме 2. Значит,
𝑥 = 𝑔 ×𝑇 𝑔 /∈ 𝐺*Λ. Как и в случае 1, получаем, что группа 𝐺/𝐺*Λ более чем счетна. 2
2. Заключение
Итак, в𝑀𝑇 -группе 𝐺 для подгруппы 𝐺*Λ возможны два случая. В первом — факторгруппа
𝐺/𝐺*Λ несчетна. В этом случае из доказательства теоремы 2 и из леммы 9 в [12] следует, что
для любого 𝑔 ∈ 𝐺 ∖ 𝐺*Λ существует несчетное множество ассоциативных и коммутативных
колец на 𝐺, в каждом из которых система {𝑔𝑛 | 𝑛 ∈ N} всех натуральных степеней элемента
𝑔 линейно независима.
Во втором случае 𝐺 = 𝐺*Λ. В этой ситуации в силу леммы 1 и того, что максимальная
Λ(𝐺)-делимая подгруппа группы 𝐺 является абсолютным нильпотентным идеалом [16], для
любого кольца (𝐺,×) на 𝐺 факторкольцо (𝐺/𝑇 (𝐺),×) является ниль-кольцом. Более того,
для любого 𝑔 ∈ 𝐺 существует такое 𝑛 ∈ N, что в каждом кольце на 𝐺 степень 𝑔𝑛 при любой
расстановке скобок принадлежит 𝑇 (𝐺).
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